Kongruencni rovnice
Kazdou rovnici ve tvaru
f(x)=0 (mod m) (1)

snezniamou x € Z, kdem € N, m > 1, f(z) = a,2" +. ..+ a2+ ap je polynom ze
Z|xr] a a, # 0 (mod m), nazyvame kongruencni rovnice stupné n s nezndmou .

Poznamka. Je-li x € Z feSenim rovnice f(r) =0 (mod m) a 2 =y (mod m),
pak vzhledem k vlastnostem kongruenci je y také feSenim této rovnice. Proto
resenim uvazované rovnice rozumime celou tiidu = € Z,,. Rovnici (1) je tedy
mozno chapat jakozto algebraickou rovnici nad Z,, ve tvaru

f@=a7"+. .. +aT+a =0 (2)
pro @, # 0. Nebudeme tedy rozliSovat mezi tvary rovnice (1) a (2) a budeme
pouzivat vidy ten tvar, ktery se nam v dané situaci bude lépe hodit.

Odtud také okamzité plyne, Ze rovnice (1) nemiZe mit vice nez m FeSeni
(pocet prvka Zj, je totiz pravé m).

Piiklad. Reste kongruencni rovnice
a)22° +3r —5=0 (mod 7),
b) 22 + 2 —2=0 (mod 5).



Poznamka. Pri upravach kongruencnich rovnic je treba dat pozor na skutecnost,
Ze pri nasobeni obou stran rovnice ¢islem soudélnym s modulem m nemusime
dostat ekvivalentni rovnice, napt. 2 — 2 +1 = 0 (mod 3) a 327 =32 +3 =0
(mod 3) nejsou ekvivalentni, nebot prvni nema zadné reseni a druha je identicka.

Kongruencni rovnice 1. stupné
Obecny tvar kongruencnich rovnic 1. stupné je

ar =b (mod m),

kde a #Z 0 (mod m). Ve tvaru (2) ma linearni rovnice tvar

a-T=>0 (3)
vV Z, pro a # 0.

1. Predpoklddejme nejprve, ze (a,m) = 1.
V tom pripadé vime, ze prvek @ je invertibilni v Z,,. Vynasobime-li obé strany
rovnice prvkem @~ !, dostaneme T = ba 1, tedy rovnice (3) ma jedin€ resent.

Piiklad. Resme rovnici 5z = 7 (mod 8).



2. Necht nyni (a,m) = d > 1. Mohou nastat dvé moznosti:

a) d{b— v tomto piipadé rovnice nemd feSeni, nebot obé strany rovnice musi
mit s modulem stejné spolecné délitele.

Priklad. Rovnice 62 =7 (mod 15) neni fesitelnd, nebot 3 = (6,15) { 7.

b) d|b — v tomto pripadé d|ax, d|b, d|m, plati tedy

a b m a m
a;r = (mud g) . kde (Eg) = 1.



Je-li x1 feSeni redukované rovnice, mame pravé d feSeni

T edT + (%)? tefo.....d—1}

Priklad. Resme rovnici 152 = 35 (mod 55).

Nékdy byva vyhodné rovnici upravit tak, abychom na pravé strané rovnice dostali
nasobek Cisla a. V tom pfipadé je mozno bud celou kongruencni rovnici (i s
modulem) nebo pouze obé strany kongruence kratit Cislem a.

Musime ov8em davat pozor na to, zda dostavame rovnici ekvivalentni s puvodni i
ne.

P¥iklad. ReSme kongruenéni rovnici 5x = 7 (mod 8).

PFiklad. ReSme kongruenéni rovnici 7x = 6 (mod 15).



Reseni kongruenénich rovnic 1. stupn& pomoci Eulerovy véty

Véta 4.1 (Euler) Necht NSD(c, m) = 1. Pak plati ¢#(™ =1 mod m.

V feli zbytkovych tfid Ize Eulerovu vétu prepsat do tvaru a®™ =1 v Zm. Lze ji také

interpretovat tak, Ze k prvku a existuje v okruhu Zm prvek inverzni, pficemz a™' =
gem)-1.

odkud pro ax = b mame

x = a®™-'p  (mod m).
PFiklad. Re$me rovnici 3x = 7 (mad 11).
Piklad. Re3me rovnici 17x = 25 (mod 28).

Uloha: Vytvofte algoritmus, jenZ vyresi linearni kongruenéni rovnici. Uvedte
algoritmus a naprogramujte.



DuUkaz Eulerovy véty
Vezmémé jen takové prvky Rm, které jsou nesoudélné s m.

Diikaz. Oznacme (viz 4.19) prvky redukovaného systému zbytkovych t¥id modulo
m nasledovné

R, = {T_IJ T2y... ?W}?
kde 1 < r; < m pro viechna i € {1,2,...,p(m)}.

Podle predpokladu véty je ¢islo a nesoudélné s m a také vsechna cisla r;,
ie{l,2,...,p(m)} jsou nesoudélna s m. Proto, podle Lemmatu 4.20, je ¢islo ar;
nesoudélné s m. A tak muzeme Tici, ze ar; je néktera ze zbytkovych trid z R,,.
Nevime v tuto chvili kterd, ale to nevadi, ozna¢me ji Z;, kde 1 £ z; £ m pro
vsechna ¢ € {1,2,...,p(m)}.

Dostavame tak soustavu kongruenci

ary = 2z (modm)
ary, = zy(modm
2 o ) (4.53)
Arom) = Zp(m)(modm).

Jejich vynasobenim obdrzime

a@(m)’f'lrg T To(m) = 21227 le(m)(and TH). (454)



Cisla 21,2, .., Zp(m) Da pravych stranach kongruenci (4.53) jsou navzajem
ruzna, nebot ze vztahu
z; = zj(mod m)

okamzité plyne
ar; = arj(modm)

a odtud'
r; = rj(modm).

Pro r; # r;j proto dostdvame z; # z;. Je tedy ziejmé, Ze kazdé z cisel z; je
rovno nékterému z cisel r;, kde 7 € {1,2,...,p(m)}. Proto

T2 " Ty(m) = 2122 " Zp(m) (455)
Dosadime z (4.55) do (4.54) a obdrzime tak

-?”17‘2 v Tg(m)ap(ﬂl) — frlarg B T"?’(m) (II]Od m). (4.56)

lged(a,m) = 1, v dané kongruenci proto miizeme kratit ¢islem a.



Cislo ry7g - - “Tu(m) je jisté s ¢islem m nesoudélné, nebof vSechna ¢isla rq, 7o,
..y Tp(m) jsou s m nesoudélné. Muzeme proto v kongruenci (4.56) kritit cislem
T1T2 -+ To(m). Odtud
a?™ = 1(mod m).

Lemma 4.20. Necht a,b € Z. Jestlize ged(a,m) = ged(b,m) = 1, potom
ged(ab,m) = 1.



Linearni diofantické rovnice

Uvazujme nejprve nasledujici jednoduchou ulohu z praxe. Mame dvé nadoby oobjemech5la7la
tfetinadobu dostate¢né velkéhoobjemu. Ptdame se, zdaje mozno pouze pomociprvnichdvou
nadobdotfetinadoby nalit81vody. Jedno zmoznychieSeni mize vypadattak, ze nejprve
nalejeme dotfetinadoby 4 nadoby o objemu 7 | a pak odebereme ze tieti nAdoby 4 nadoby 5
litrové. Kdybychom méliale prvni dvé nadobyoobjemech 121a20lachtélidotretinadoby
pomoci nich dostat 38 | vody, nikdy se nam to nepovede.

Ulohy uvedeného typu vedou k feSeni rovnic ve tvaru
ar + by = ¢, (1)

pricemz a, b, ¢ € Z jsou dana ¢isla a hleddme vsechny usporiadané dvojice (z,y) €
€ Z? vyhovujici rovnosti (1). Rovnice (1) nazyvame neurcité rovnice 1. stupné
o dvou neznamych nebo také linearni diofanticke rovnice o dvou neznamaijch.

Z rovnice (1) okamzité dostaneme kongruené¢ni rovnici 1. stupné

ar =c¢ (mod b). (2)

Vyuzijeme nyni toho, co uz vime o feseni rovnic (2). Jestlize d = (a,b) 1 ¢, pak
rovuice (2) (a tedy ani rovnice (1)) neni resitelna. V opa¢ném pripadé lze celou
rovnici (1) vydeélit éislem b a zabyvat se pouze pripadem, kdy (a,b) = 1.



Jak uz vime, rovnice (2) ma v tom piipadé jediné feseni
r=x; (modb), tj.r=ux+0b, teZ

Dosadime-li nyni za = do rovnice (1), dostaneme pro y vyjadreni

¢ — ar,
y:%—at:yl—at. teZ.

Ziejmé y, = =32 € Z, nebot b|c — axy (r; je totiz feSenim rovnice (2)), a tedy

obecné reseni rovnice (1) je ve tvaru

Ll":.'rlert

Piiklad. Resme rovnici 53z + 17y = 25.



Linearni diofantické rovnice s n neznamymi

Obecné lze uvazovat rovnice typu

a1y + ayry + ...+ a,r, = b, (3)

kde ay, ..., ap, b jsou dana cela ¢isla, resenim jsou véechny n-tice (24, ..., z,) € Z"
vyhovujici vztahu (3). Rovnice (3) nazyvame neurciteé rovnice 1. stupné s n ne-
znamymi nebo linearnt diofanticke rovnice o n neznamich. Pro fesitelnost rovnic
(3) lze dokazat nasledujici vétu.

Véta 3.1. Rowvnice (3) je resitelna praveé kdyz d = (ay, .. ., an)|b, pricemz Fesent

zavist na n — 1 nezavislych celociselnijch parametrech.

vrv

Priklad. Najdéte vSechny mfizové body nadroviny 9x—-15y+4z=6 Vv Es.



Soustavy kongruencnich rovnic 1. stupné

Einsteinova uloha: UvaZujeme schodisté majici nasledujici viastnosti: budeme-Ili pfechazetpo
dvou schodech najednou, zustane nam na koncijeden schod, pdjdeme- i po tfech schodech,
zustanou nam nakonec dva schody, pujdeme-li po Ctyfech, zustanou tfi schody, po péti
zGstanou Ctyfi schody, po Sesti pét schodu a teprve pfekroCili bychom-li najednou sedm
schodd, doli bychom na konec schodisté. Kolik schodi ma schodisté?

Snadno je vidét, Ze Einsteinova uloha je ekvivalentni nalezeni vSech pfiroze- nych Cisel
vyhovuijicich nasledujici soustavé kongruencnich rovnic 1. stupné:

x=1(mod2), x=2 (mod 3), x =3 (mod 4),
X=4 (mod5), x=5 (mod6), x=0 (mod 7).
Uvazujme systém kongruencnich rovnic 1. stupné s neznamou x € Z
A1x = B1(mod m1), ..., Akx = Bk (mod my). (1)

Z piedeslych uvah je zfejmé, Ze pokud je soustava (1) FeSitelna, je feSitelna kazda z rovnic



soustavy, a ma tedy smysl zabyvat se pouze soustavami ve tvaru

X=b1(mod m1), ..., x= bk (mod mk). (2)

Soustavu (1) nazyvame soustavalinearnich kongruencnich rovnic 1.
stupné.
Vpfipadéresitelnostisoustavy (2)IzefeSenivzdyhledatvetvaru
X = X1 (mod [m1, ..., mk]).

Zde [m1,..., my] oznaCuje nejmensSi spoleCny nasobek.

Priklad. ReSme soustavu

(mod 18)
(mod 21).

o O



Priklad. Re$me Einsteinovu ulohu.
Cinska véta o zbytcich

Zabyvejme se nyni soustavami (2), v nichz jsou moduly po dvou nesoudélné,
tj. plati (m;, m;) =1 pro i # 7.V tomto pripadé ziejme plati

[y, ...,mel=my-...-mp=M
a z predchozich tvah vyplyvd, ze feseni soustavy (2) lze hledat ve tvaru
r=xy (mod M).

Polozme M; = % proi=1,...,k Vzhledem ke vzajemné nesoudélnosti moduli
T

plati (m;, M;) =1 (ovérte!). To ovSem znamenad, ze existuji prvky M tak, ze
M;-M!=1 (mod m,;)
(prvky M; jsou totiz invertibilni v Z,,). Polozme
ro = MiMiby + ... + My M by

Pak xg = M, Mby = by (mod m;y), nebot My =0 (mod m;) pro j # k. Podobné
xg = b; (mod my;) pro kazdé j =1,... Fk. tedy



Priklad. Re$me soustavu

x=20 (mod 21)
x=3 (mod 5)
x=5 (mod 8).
Na zavér jesté uvedme, Ze soustavy typu (2) vyjadfuji zadani staré Cinské ulohy:
najit Cislo, které po vydéleni Cislem m1 dava zbytek b1, atd., az po vydéleni Cislem my da
zbytek bk. ReSitelnost soustavy (2) Ize shrnout do nasleduijici véty:

Véta 3.2. (Cinska véta o zbytcich)
Budtem,...,mgpodvounesoudélnapfirozenacislaabs, ..., bklibovolnéa k-tice celych Cisel.
Pak je soustava linearnich kongruencnich rovnic (2) feSitelna ajeji feSeni Ize najit v modulu
m=mi- ... Mk

Uloha: Napiste algoritmus vypoétu fedeni ¢inské véty. Naprogramujte.Prezentujte.



Kvadratické kongruencni rovnice

Zabyvejme se nyni feSenim kongruenc¢nich rovnic 2. stupné. Jejich obecny
tvar je

Az* + Br+C =0 (mod M), (1)

kde A, B,C' € Z jsou dana ¢isla, A # 0 (mod M) a neznama z € Z.
Ukazme, ze kazdou rovnici tvaru (1) je mozno prevést na tvar
r*=a (mod m) (2)

pro néjaké a € Z. Rovnici (1) nejprve vynasobime ¢islem 4A:

4A*2* + 4ABx + 4AC =0  (mod 4AM), (3)



ktera je ekvivalentni s rovnici (1) (pro¢?). Z rovnice (3) plyne
(2Az + B)* = B* —4AC  (mod 4AM).
Substitucemi y = 2Ax + B, D = B? — 4AC dostaneme
y* =D (mod 4AM), (4)

ktera je uz rovnici tvaru (2). Je tieba si uvédomit, ze Fesitelnost rovnice (4)
jesté neznamend tesitelnost ptuvodni rovnice (1). Je-li totiz y; feSenim rovnice
(4), y = y; (mod 4AM ), pak po dosazeni za y dostaneme rovnici 2Ax =y, — B
(mod 4AM), ktera v piipadé 2A ¢t (y; — B), neni fesitelnd. Dale je tieba mit na
paméti fakt, ze Feseni rovnice (4) jsou v modulu 20, kdezto feseni rovnice (1)
hleddme v modulu M. Pocet feseni rovnice (4) se tedy prechodem k puvodnimu
modulu muze zmensit.

Priklad. Resme rovnice:
a) 4r? — 11l —3 =0 (mod 13)



Kvadraticka kongruencni rovnice v lichém prvociselném modulu
x*=a (modp), (2, p)=1, (a, p)=1.

Je-lirovniceresitelnd proa # 0 (modm), nazyvame Cislo a kvadraticky zbytek modulom;vopacném
pfipadé senazyvakvadraticky nezbytek modulom.

Pocet kvadratickych zbytkd modulo p je pravé %(p-1) a jsou to pravé vsechny prvky posloupnosti
12,2%,..., (%(p-1))% Ostatni prvky nepatfici do této posloupnosti jsou kvadratické nezbytky.

Toto plati proto, Ze Zp= {+-1,+-2,...,+-1/2(p-1)}

Priklad. Kvadratickychzbytkt (mod 17)je pravé /2(17-1)=8ajsoutocisla
12=1,22=4,32=9,42=16,52=25=8,62=36=2,72 =49 = 15,
82=64=13.Kvadratické nezbytkyjsoupotomdisla3,5,6,7,10,11,12,14.



Véta 3.3. (Eulerovo kritérium) Bud a € 7, (a,p) = 1. Pak

1) a je kvadraticky zbytek modulo p, prave kdyz

az®) =1 (mod p),

i) a jge kvadraticky nezbytek modulo p, prave kdyz

azP) = 1 (mod p).

Pfiklad. Uréete, zda je Fesitelna rovnice x> = 7 (mod 19)



Lemma 7.20 Je-li p prvocislo tvaru 4k — 1 a d kvadratickyj zbytek modulo p, teseni kongruenéni rovnice

tvaru
v =d (mod p)

je ddano piredpisem
y=d* (modp).

Dikaz. Z Eulerova kritéria mame, Ze
1 = d*T mod p.

Protoze k = é(p +1), mame

i@ i) — gzl — g1y — g mod p.

Pfiklad. Vyfeste rovnici x> = 7 (mod 19)

(7.31)

(7.32)



Lemma 7.16 Redent rovnice
2?4+ B.x=C (modp-q)

lze obdriet jako kombinaci fefeni w,v rovnic
2?4+ B-r=C (modp)
24+ B.r=C (mod q)

a prirozengjch isel a,b spliujicich
a=1 (modp), a=0 (modg),

a pak
r=a-u+t+b-v

splituje 7.27.

b=0 (modp), b=1 (modg),

(7.27)

(7.28)

(7.29)

(7.30)
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